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บทคัดย่อ 
บทความนี้น าเสนอการศึกษาและการหารูปทั่วไปของผลคูณ 9 กับจ านวนที่เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้าย

ด้วยพหุคูณของ 3 ผลการศึกษาพบรูปทั่วไปของผลคูณดังกล่าว ดังนี้ (3 ) 963 9 ((3 ) -1) 666 6 7
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ส าหรับทุก n  
 

ค าส าคัญ : ผลคูณและจ านวนที่เลขเรียงกันเพ่ิมขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3 
 

Abstract 
This article presents a study and finding a general form of the product of 9 and the 

arranged number by increasing to the left by multiple of 3 . The results show that the general 
form of the product is (3 ) 963 9 ((3 ) -1) 666 6 7
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     
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 for all n  

 

Keywords: product and arranged number by increasing to the left by multiple of 3  
 

1. บทน า 
การค านวณหาผลลัพธ์ของการคูณของจ านวน

วนที่มีหลายหลักนั้น (ในบทความนี้ จะใช้สัญลักษณ์
การคูณด้วย   หรือ  ) ถึงแม้ว่าจะเข้าใจในวิธีการที่
ไม่ยากนัก แต่กลับเป็นเรื่องที่ยุ่งยากอย่างมากในการ
ค านวณ ฉะนั้นหากสามารถหาเครื่องมือที่เหมาะสม

ส าหรับการค านวณที่ยุ่งยากบางอย่างได้ก็จะเป็นเรื่องที่
เพิ่มความสะดวกและความสนุกสนานในการคิด
ค านวณและการเรียนรู้มากยิ่งขึ้น ด้วยเหตุนี้จึงเกิด
การศึกษาและหารูปทั่วไปของผลคูณในลักษณะต่าง ๆ 
ที่น่าสนใจ ดังนี้ อัยเรศ [8] ได้ศึกษาและหารูปทั่วไป
ของผลการยกก าลังสองของจ านวนที่ทุกหลักเป็นเลข 
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1  โดยได้พบว่าผลการยกก าลังสองนี้สามารถเขียนอยู่
ในรูปทั่วไปได้และมีลักษณะที่สวยงาม ดังนี้ ก าหนดให้ 
n  เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ n rq  เมื่อ q  และ 

r  เ ป็ น จ า น ว น เ ต็ ม  ซึ่ ง  0 10r   จ ะ ไ ด้ ว่ า 
2
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อภิสิทธิ์ และอัยเรศ [7] ได้ศึกษาและหารูป
ทั่วไปของผลคูณของจ านวนที่เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นจาก
เลข 1  ไปทางซ้ายกับเลข 9  โดยได้พบว่าผลการยก
ก าลังสองนี้สามารถเขียนอยู่ในรูปท่ัวไปได้ ดังนี้ ส าหรับ
ทุกจ านวนเต็มบวก n  โดยที่ n rq  เมื่อ q  และ r  

เ ป็ น จ า น ว น เ ต็ ม  ซึ่ ง  0 10r   จ ะ ไ ด้ ว่ า
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ณัฐพงษ์ และอัยเรศ [1] ได้ศึกษาและหารูป
ทั่วไปของผลการยกก าลังสองของจ านวนที่ทุกหลักเป็น
เลข 3  (เลข 6 ) ยกเว้นหลักหน่วยเป็นเลข 4  (เลข 7

) โดยได้พบว่าผลการยกก าลังสองนี้สามารถเขียนอยู่ใน
รูปทั่วไปได้ ดังนี้ ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้

ว่า 

2
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333 34 111 1555 56
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2
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666 67 444 4888 89
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แสงประทีป และอัยเรศ [5] ได้ศึกษาและหารูป
ทั่วไปของผลบวกของผลการยกก าลังสองของจ านวนที่
ทุกหลักเป็นเลข 6  (เลข 3 , 9 ) กับจ านวนที่ทุกหลัก
เป็นเลข 6  (เลข 3 , 9 ) โดยได้พบว่าผลบวกของผล
การยกก าลังสองนี้สามารถเขียนอยู่ในรูปทั่วไปได้   
ดั ง นี้  ส า ห รั บทุ ก จ า น วน เ ต็ มบวก  n  จ ะ ไ ด้ ว่ า

2

#(4) #(2)#(6) #(6)

666 6 666 6 444 4222 2
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#(9) #(9) #(9) #(0)

999 9 999 9 999 9000 0
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ดาราวรรณ และอัยเรศ [3] ได้ศึกษาและหารูป
ทั่วไปของผลคูณของจ านวน 143  กับจ านวนเต็มบวกที่
หารลงตัวด้วยจ านวนที่ทุกหลักเป็น 7  ซึ่งพบว่า 
ก าหนดให้  m  เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ ง  3m       
แ ล ะ ส า ห รั บ ทุ ก จ า น ว น เ ต็ ม บ วก  n  จ ะ ไ ด้ ว่ า 
143 777 7 (2 )(2 )(2 ) (2 )
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รัตติญา และอัยเรศ [4] ได้ศึกษาและหารูป
ทั่วไปของผลคูณของจ านวน 12345679  กับจ านวน
เต็มบวกที่เลข 9  หารลงตัว ซึ่งพบว่า ถ้า n rq  

แล้ว 12345679 9

#( ) 9

n r r r rq q q q

rq
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ด้วยเหตุนี้ เราจึงจะศึกษาและหารูปทั่วไปของ
ผลคูณของ 9  กับจ านวนที่ เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไป
ทา งซ้ า ยด้ ว ยพหุ คูณของ  3  ที่ เ ร า สั ง เ กต เห็ น
ความสัมพันธ์ที่น่าสนใจบางอย่าง ซึ่ งจะกล่าวถึง
ข้อสังเกตในหัวข้อต่อไป และหากเราสามารถหารูป
ทั่วไปส าหรับการค านวณหาผลคูณของ 9  กับจ านวนที่
เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  ได้ก็
จะเป็นการเพิ่มความสะดวกให้มากขึ้นส าหรับการ
ค านวณหาผลคูณนี้นั่นเอง 

บทความนี้จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาและหา
รูปทั่วไปของผลคูณของ 9  กับจ านวนที่เลขเรียงกัน
เพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  โดยเครื่องมือ
หลักที่เราใช้ในการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือ ขั้นตอนวิธีการหารและหลักการอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร์ ซึ่งกล่าวไว้ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The 
Division Algorithm) [9] ถ้า a  และ b  เป็นจ านวน
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เต็ม โดยที่ 0b   แล้วมีจ านวนเต็ม q  และ r  เพียง
ชุดเดียวเท่าน้ัน ซึ่ง a b q r    และ 0 | |r b   

ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ 
(The Principle of Mathematical Induction) [9] 
ก าหนดให้ ( )P n  แทนข้อความเกี่ยวกับจ านวนเต็ม
บวก n  และก าหนดให้ 

0
n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ง

สอดคล้องกับข้อความต่อไปนี้ (1) ( )
0

P n  เป็นจริง  
(2) ถ้า ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเต็มบวก 

0
k n  

แล้ว  ( 1)P k    เป็นจริง   สรุปได้ว่า  ( )P n   เป็นจริง  

ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก 
0

n n  
จากขั้นตอนวิธีการหาร อัยเรศ [8] และ ณัฐวุฒิ 

และอัยเรศ [2] ได้นิยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 
number) ไว้ดังนี้ ก าหนดให้ a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ 
และ 10b   จะได้ว่ามีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ 
r  (เศษเหลือ) ซึ่ง 10a q r    และ 0 10r   
ฉะนั้น r  เป็นเลขโดดนั่นเอง นิยาม :a rq  (I) และ

เรียก rq  ว่าจ านวนเศษเหลือส าหรับ a  เช่น 

 

0 1 3 5 10 13

0 1 3 5 10 13

0 1 3 5 10 13

0 1 3 5 10 13

0 0 10 0 30 0 50 0 100 0 130 0

1 1 11 1 31 1 51 1 101 1 131 1

2 2 12 2 32 2 52 2 102 2 132 2

9 9 19 9 39 9 59 9 109 9 139 9

     
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     

 

และ 

0 1 3 5 10 13

1 2 4 6 11 14

1 2 4 6 11 14

1 2 4 6 11 14

0 0 10 0 30 0 50 0 100 0 130 0

1 9 11 9 31 9 51 9 101 9 131 9

2 8 12 8 32 8 52 8 102 8 132 8

9 1 19 1 39 1 59 1 109 1 139 1

    
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บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้ แทนเซตของ
จ านวนใน (I) ทั้งหมด นั่นคือ { | ,r r qq   

และ 0 10}r  (II) และเราจะเรียกสมาชิกของ 
 ว่าจ านวนเศษเหลือ (remainder number) 

จากการแปลงเลขฐานสิบใน (I) นั้น จะเห็นว่า
เลขท่ีถูกแปลงข้ึนมาไม่ใช่เลขฐานสิบปกติ ฉะนั้นก่อนที่
จะกล่าวถึงทฤษฎีบทที่ส าคัญและน าทฤษฎีบทไป
ประยุกต์ใช้ เพื่อให้เข้าใจผลลัพธ์ได้ง่ายจะยกตัวอย่าง
การแปลงจ านวนจาก (I) กลับไปเป็นเลขฐานสิบที่ทุก
คนคุ้นเคย 

จากอภิสิทธ์ิ และ อัยเรศ [6] จะได้ว่าการแปลง
จ านวนที่ได้จากการเรียงกันของจ านวนเศษเหลือเป็น
เลขฐานสิบ ท าได้ดังนี้   

1 3 2 11 3 2 1
r r r r rq n q q q qnn n




 

( ) ( )( )
1 3 2 2 1 1

q r q r q r q rn n n
  


 ส าหรับทุก

จ านวนเต็มบวก n  เช่น การแปลง 3 17 6 4 5095 512 230 4
 

ที่ได้จากการเรียงกันของจ านวนเศษเหลือกลับเป็น
เลขฐานสิบ ดังนี ้
5 12 230 5 4

1 23 1

2

3 17 6 4 509 5(3 12)1(7 230)(6 5)(4 4)509

5(15)1(237)(11)(8)509

5 51 7 18509

(5 1)5(1 23)(7 1)18509

65(24)(8)18509

65 4818509

6(5 2)4818509

674818509

    





   





 

  
การศึกษาและการประยุกต์ของจ านวนเศษ

เหลือดูได้จาก [1-7] และเพื่อความสะดวกต่อการ
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พิสูจน์ เราจะใช้สัญลักษณ์ #( )m  แทนจ านวนของ m  
ที่ เรียงติดกัน ส าหรับทุกจ านวนเต็ม m  เช่น 
17 66666 7

#(6) 5

 เป็นต้น 

 

2. ผลการศึกษาหลัก 
จากการสังเกตผลคูณของ 9  กับจ านวนที่เลข

เรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  ท าให้เรา
พบความสัมพันธ์ที่น่าสนใจ ดังนี้ 

(3 ) 9 3 9 27

(3 )3 9 63 9 567

(3 )63 9 963 9 8667

(3 )963 9 12963 9 116667

(3 )(12)963 9 162963 9 1466667

(3 )(15)(12)963 9 1962963 9 17666667

(3 )(18)(15)(12)963 9 22962963 9 206666667

(3 )(21)(18)

1

2

3

4

5

6

7

8

    

    

    

    

    

    

    



: #(6) 0

: #(6) 1

: #(6) 2

: #(6) 3

: #(6) 4

: #(6) 5

: #(6)

(15)(12)963 9 262962963 9 2366666667

(3 )(24)(21)(18)(15)(12)963 9 2962962963 9 26666666667

(3 )(27)(24)(21)(18)(15)(12)963 9 32962962963 9 2966666

9

10 66667













   

    

    

6

: #(6) 7

: #(6) 8

: #(6) 9







  

 
 
 
 

(III) 

 
จากผลคูณใน (III) จะสังเกตเห็นว่าจ านวนท่ีเลข

เรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  มีรูป
ทั่วไป ดังนี้ (3 )(3 ( 1)) 963n n    ส าหรับจ านวน
เต็มบวก 1 10n   โดยที่จ านวนเต็ม n  และผลคูณ 
3 n  มีผลต่อผลคูณของ 9  กับจ านวนที่เลขเรียงกัน
เพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  ซึ่งผลคูณเป็น
จ านวนเต็ม ที่เลขหลักหน่วยเป็น 7  เลขหลักที่สอง
จนถึงหลักที่ n  เป็น 6  ทั้งหมด และเลขหลักสุดท้าย
เป็นจ านวนเศษเหลือของ (3 ) 1n   ฉะนั้นสรุปเป็น
รูปทั่วไปส าหรับ (III) ได้ดังนี้ (3 )(3 ( 1)) 963 9n n     

((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

n

n

  

 

ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก 

10n   
ตัวอย่าง 1 จะแสดงให้เห็นว่าผลคูณที่หาได้

สอดคล้องกับข้อสังเกตของเรา เมื่อ 12n   ซึ่งจะน า
เราไปสู่การศึกษาของบทความนี้ 

ตั วอย่ า ง  1 ผ ลคูณ  3962962962963 9  
สามารถหาผลลัพธ์ได้ถูกต้องจากข้อสังเกตที่เราพบ 
โดยประยุกต์ใช้จ านวนเศษเหลือ จะได้ว่า  

 

3 3 3 2 2 2 1 1 1

#(6) 12 1 11

#(6) 11

3962962962963 9 6 3 0 7 4 18 5 2963 9

(3 12)(33)(30)(27)(24)(21)(18)(15)(12)963 9

(36 1)666666666667

35666666666667

  



  

  

 



 

 

ด้วยเหตุนี้เราจึงตั้งข้อสงสัยดังต่อไปนี้ 
(1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณของ 

9  กับจ านวนที่เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วย
พหุคูณของ 3  ได้หรือไม่ 

(2) ถ้าเราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณนี้ได้  

แล้วผลคูณจะมีรูปทั่วไปสอดคล้องกับข้อสังเกตที่เรา
พบหรือไม่ 

ต่อไปเป็นบทตั้งที่ส าคัญส าหรับการพิสูจน์
ทฤษฎีบทหลัก ดังนี้ 
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บทต้ัง 1 ส าหรับทุก n  จะได้ว่า 

(3 )0 30n n     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนข้อความ 

(3 )0 30n n    ส าหรับทุก n  
เ นื่ อ ง จ าก  (3 1)0 30 30 1     จ ะ ไ ด้ ว่ า 

(1)P  เป็นจริง ก าหนดให้ k  เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ง 
( )P k  เป็นจริง จะได้ว่า (3 )0 30k k    พิจารณา 

[3 ( 1)]0 (3 3)0

(3 3)(0 0)

(3 )0 30

30 30

30 ( 1)

k k

k

k

k

k

    

   

  

  

    
ฉะนั้น ( 1)P k   เป็นจริง โดยหลักการอุปนัย

เชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า (3 )0 30n n    ส าหรับทุก 
n                                                     

ต่อไปเป็นผลการศึกษาหลักของบทความนี้ ซึ่ง
จะตอบข้อสงสัยทั้งสองข้อข้างต้นของเราได้ 

ทฤษฎีบท 3 ส าหรับทุก n  จะได้ว่า 
(3 ) 963 9 ((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

n n

n

    

 

  (IV) 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนข้อความ 
(3 ) 963 9 ((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

n n

n

    

 

 ส าหรับ

ทุก n  
เนื่องจาก (3 1) 9 27 ((3 1) 1) 666 6 7

#(6) 1 1 0

     

  

 

จะได้ว่า (1)P เป็นจริง ก าหนดให้ k  เป็นจ านวน   
เ ต็ ม บ ว ก  ซึ่ ง  ( )P k  เ ป็ น จ ริ ง  จ ะ ไ ด้ ว่ า 
(3 ) 963 9 ((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

k k

k

    

 

 พิจารณา 

 

#(0)

#(0)

#(0) #(0) 1

#(0)

[3 ( 1)] 963 9 [3 ( 1)](3 ) 963 9

{[3 ( 1)]000 0 (3 ) 963} 9

{[3 ( 1)]000 0 9} [(3 ) 963 9]

{[3 ( 1)]000 0 9} ((3 ) 1)666 67

{[27 ( 1)]000 0

k

k

k k

k k k

k k

k k

k k

k





  



      

     

      

      

  
#(6) 1

#(6) 1

#(6) 1

#(6) 1

#(0) #(6) 1

#(0)

} ((3 ) 1)666 67

((27 ) 27 (3 ) 1)666 67

((30 ) 26)666 67

((3 )0 26)666 67

[(3 )0]000 0 26666 67

(3 )000 0

k k

k

k

k

k k

k

k k

k

k

k

k

 

 

 

 

  



  

     

  

  

  

 
1 #(6)

#(6)

#(6)

#(6) ( 1) 1

2666 67

((3 ) 2)666 67

[3 ( 1) 1]666 67

[3 ( 1) 1] 666 6 7

k k

k

k

k

k

k

k

 





  



  

   

   

 
 

ฉะนั้น ( 1)P k   เป็นจริง โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า (3 ) 963 9 ((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

n n

n

    

 

 

ส าหรับทุก n                                                                                                                 
 

(โดยสมมุติฐาน) 

(โดยบทตั้ง 1) 
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ตัวอย่างต่อไปนี้แสดงถึงการหาผลคูณของ 9  
กับจ านวนที่เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณ
ของ 3  โดยประยุกต์ใช้ทฤษฎีบท 3 

ตัวอย่าง 2 จงหาผลลัพธ์ของ 162963 9  
วิธีท า เนื่องจาก 162963 5 2963 (15)(12)963

1 1
   

และโดยทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า 

#(6) 5 1 4

#(6) 4

162963 9 (15)(12)963 9

(3 5)(3 4)(3 3)(3 2)(3 1) 9

(15 1)666 67

1466667

  



  

      

 



 
ดังนั้น 162963 9 14 6666 7

#(6) 4

 



 

 
ตัวอย่าง 3 จงหาผลลัพธ์ของ 462962962962963 9  
วิธีท า เนื่องจาก  

462962962962963 9 2 9 6 3 0 7 4 1 8 5 2963 9
4 3 3 3 3 2 2 2 1 1 1

(42)(39)(33)(30)(27)(24)(21)(18)(15)(12)963 9

  

 
 

และโดยทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า   
462962962962963 9 (42)(39)(33)(30)(27)(24)(21)(18)(15)(12)963 9

(3 14)(39)(33)(30)(27)(24)(21)(18)(15)(12)963 9

(42 1) 666 6 7

#(6) 14 1 13

416666666666666 7

#(6) 13

  

  

 

  





 

ดังนั้น 462962962962963 9 416666666666666 7

#(6) 13

 



 

ตัวอย่าง 4 จงหาผลลัพธ์ของ 13962962962962962962962962962962962962962963 9  
วิธีท า เนื่องจาก  

13962962962962962962962962962962962962962963 9  
6 3 0 8 5 2963 9

12 12 12 1 1 1
   

(126)(123)(120) (18)(15)(12)963 9   
และโดยทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า  

13962962962962962962962962962962962962962963 9  
(126)(123)(120) (18)(15)(12)963 9   
(3 42)(123)(120) (18)(15)(12)963 9    
(126 1) 666 6 7

#(6) 42 1 41

 

  

 

125 666 6 7

#(6) 41





 

ดังนั้น 
13962962962962962962962962962962962962962963 9 125 666 6 7

#(6) 41

 

  
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3. บทสรุป 
จากการศึกษาผลคูณของ 9  กับจ านวนที่เลข

เรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  โดย
อาศัยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์และจ านวนเศษ
เหลือเป็นเครื่องมือส าคัญในการพิสูจน์ ท าให้ตอบข้อ
สงสัยข้างต้นทั้งสองข้อของเราได้ ดังนี้ 

(1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณของ 
9  กับจ านวนที่เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วย
พหุคูณของ 3  ได้ ดังได้กล่าวไว้ในทฤษฎีบท 3 ดังนี ้
(3 ) 963 9 ((3 ) 1) 666 6 7

#(6) 1

n n

n

    

 

 ส าหรับ

จ านวนเต็มบวก n  
(2) รูปทั่วไปที่ได้ตามทฤษฎีบท 3 นั้น

สอดคล้องกับข้อสังเกตที่เราพบข้างต้น 
จากการสังเกตผลคูณที่สวยงามของ 9  กับจ านวนที่
เลขเรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  
จนกระทั่งสามารถหาและพิสูจน์รูปท่ัวไปได้ ซึ่งนับได้ว่า
รูปทั่วไปนี้เป็นการวางนัยทั่วไป (generalization) ของ
การสังเกตของเรา และกล่าวเช่นเดียวกับ [8] ได้ว่ารูป
ทั่วไปของผลคูณของ 9  กับจ านวนที่ เลขเรียงกัน
เพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  เป็นอีก ความ
สวยงามวางนัยทั่วไป (generalized beauty) ในแบบ
คณิตศาสตร์อีกรูปแบบหนึ่ง ยิ่งไปกว่านั้นรูปทั่วไปนี้ยัง
ช่วยให้การค านวณหาผลคูณของ 9  กับจ านวนที่เลข
เรียงกันเพิ่มขึ้นไปทางซ้ายด้วยพหุคูณของ 3  เป็นเรื่อง
ที่สะดวกและไม่ยุ่งยากเกินไป  
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