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บทคัดย่อ 

การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์เป็นการแปลงเชิงเส้นที่ท าหน้าที่สะท้อนเวกเตอร์ใด ๆ เทียบกับระนาบที่ตั้งฉากกับ
เวกเตอร์ที่ก าหนด บทความวิชาการนี้น าเสนอการประยุกต์การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการแยกเมทริกซ์ที่ส าคัญ 
ได้แก่ การแยก QR  การท าให้เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม การลดรูปเป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์ก และการท าให้เป็น     
เมทริกซ์สามแนวเฉียง 
 

ค าส าคัญ : การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์; การแยก QR; การท าให้เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม; เมทริกซ์เฮสเซนเบิร์ก;      
เมทริกซ์สามแนวเฉียง   

 
Abstract 

A Householder transformation is a linear transformation which reflects any vector with 
respect to the plane perpendicular to a given vector. This academic article presents applications 
of Householder transformations to matrix decompositions such as QR decompositions, 
triangularizations, Hessenberg reductions and tridiagonalizations. 
 

Keywords: Householder transformation; QR decomposition; triangularization; Hessenberg matrix; 
tridiagonal matrix 

 

1. บทน า 
การแปลงเฮาส์ โ ฮล เดอร์  (Householder 

transformation) หรือการสะท้อนเฮาส์โฮลเดอร์  
(Householder reflection) ถูกน าเสนอโดยนัก

คณิตศาสตร์ช่ือ A.S. Householder ในงานวิจัย [1] 
การแปลงนีเ้ป็นตัวด าเนินการเชิงเส้นท่ีสะท้อนเวกเตอร์   
ใด ๆ เทียบกับระนาบที่ตั้งฉากกับเวกเตอร์ที่ก าหนด  
แนวคิดของการแปลงเฮาส์โฮลเดอร์สามารถศึกษาได้



วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี                                                              ปีที่ 23 ฉบับที ่4 ตุลาคม - ธันวาคม 2558 

 540 

จาก [2] และ [3] การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์มีบทบาท
ส าคัญในพีชคณิตเชิงเส้นเชิงตัวเลข (numerical 
linear algebra) และทฤษฎีเมทริกซ์ (ดูเอกสารอ้างอิง 
[2-8]) การออกแบบตัวกรองและการประมวลผล
สัญญาณ (ดูงานวิจัย [9,10]) และการแยกโคเซต
บัญญัติ (canonical coset decomposition) ซึ่งมี
บทบาทในฟิสิกส์เชิงคณิตศาสตร์ [11]  

บทความวิชาการนี้กล่าวถึงการประยุกต์การ
แปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการแยกเมทริกซ์ โดยแสดงให้
เห็นว่าการแปลงดังกล่าวสามารถน าไปใช้ในการแยก
เมทริกซ์ที่ส าคัญ ได้แก่ การแยก QR (QR decom-
position) การท าให้เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม 
(triangularization) การลดรูปเป็นเมทริกซ์เฮสเซน
เบิร์ก (Hessenberg reduction) และการท าให้เป็น
เมทริกซ์สามแนวเฉียง (triangularization)  

สมบัติที่ส าคัญของการแปลงเฮาส์โฮลเดอร์จะ
น าเสนอในหัวข้อที่ 2 ซึ่ง ได้แก่ (1) การเป็นตัว
ด าเนินการยูนิแทรี (unitary operator) และตัว
ด าเนินการเฮอร์มิเชียน (Hermitian operator) ซึ่งมี
ผกผันเป็นตัวเอง และ (2) การเป็นตัวด าเนินการ
สะท้อน (reflector) บนปริภูมิย่อยที่ประกอบด้วย
เวกเตอร์ทั้งหมดที่ขนานกับเวกเตอร์ที่ก าหนด และเป็น
ตัวด าเนินการเอกลักษณ์ (identity operator) บน
ปริภูมิย่อยที่ประกอบด้วยเวกเตอร์ทั้งหมดที่ตั้งฉากกับ
เวกเตอร์ที่ก าหนด รวมทั้งแสดงให้เห็นว่าการแปลงนี้
สามารถส่งเวกเตอร์ใดๆไปเป็นเวกเตอร์ที่มี 0 อยู่ใน
บางต าแหน่งโดยที่มีนอร์ม (norm) เท่าเดิม 

ส าหรับหัวข้อที่ 3-6 นั้นเป็นการประยุกต์การ
แปลงเฮาส์โฮลเดอร์เป็นขั้นตอนวิธีในการแยกเมทริกซ์
แบบต่าง ๆ 4 แบบข้างต้น ยิ่งกว่านั้นส าหรับการลดรูป
เป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กและการท าให้เป็นเมทริกซ์
สามแนวเฉียง จะได้ว่าเมทริกซ์ที่ได้จากกระบวนการ
ดังกล่าวเป็นเมทริกซ์ท่ีคล้ายแบบยูนิแทรี   (unitarily  

similar) กับเมทริกซ์เดิม 
ในบทความนี้ ส าหรับฟิลด์ F   หรือ F    

เราให้ , ( )m nM F  แทนเซตของเมทริกซ์ขนาด m n  ที่มี

สมาชิกอยู่ ใน F  เราเขียนย่อ , ( )n nM F  ด้วย ( )nM F

ส าหรับแต่ละ 
, ( )m nA M F  เราให้ *

A  แทนสังยุค
ของการสลับเปลี่ยน (conjugate transpose) ของ A   

เราเขียน nI  แทนเมทริกซ์เอกลักษณ์ขนาด n n   
โดยอาจเขียนย่อเป็น I  เมื่อขนาดของเมทริกซ์เป็นที่
เข้าใจตรงกัน 
 

2. การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์ 
บทนิยามที่ 1 ส าหรับแต่ละ  0n

v   นิยามการ
แปลงเฮาส์โฮลเดอร์ 

vH  ที่สอดคล้องกับ v   โดย 

2
2v

vv
H I

v



  ส าหรับ 0v   เรานิยาม 0H I  

ทฤษฎีบทที่ 2 การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์เป็นตัว
ด าเนินการยูนิแทรีและตัวด าเนินการเฮอร์มิเชียน ซึ่งท า
ให้ได้ว่าการแปลงเฮาส์โฮลเดอร์มีผกผันเป็นตัวเอง 

บทพิสูจน์ ส าหรับแต่ละ 0v   พิจารณาการ

แปลงเฮาส์โฮลเดอร์  vH  จะเห็นว่า  *
v vH H 

*
* *

2 2
2 2

vv vv
I I

v v

 
   
      
     

* * * *

2 2 4
2 2 4

vv vv vv vv
I

v v v

    I  

นั่นคือ vH  เป็นตัวด าเนินการยูนิแทรี นอกจากน้ีเราได้

ว่า 
*

*
*

2
2v

vv
H I

v

 
 
  
 

*

2
2 v

vv
I H

v

    นั่นคือ vH  เป็น

ตัวด าเนินการเฮอร์มิเชียน ท าให้ได้ว่า *
v v v vH H H H I   

ดังนั้น vH  เป็นตัวด าเนินการที่หาผกผันได้โดย 
1

v vH H


   
ทฤษฎีบทที่ 3 การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์ vH  

เป็นตัวด าเนินการสะท้อนบนปริภูมิย่อยที่ประกอบด้วย
เวกเตอร์ทั้งหมดที่ขนานกับ v  และเป็นตัวด าเนินการ
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เอกลักษณ์บนปริภูมิย่อยที่ประกอบด้วยเวกเตอร์

ทั้งหมดที่ตั้งฉากกับ v  นั่นคือ    , { }

, ( { })

x x span v
H xv

x x span v


 



  

บทพิสูจน์  ให้  { }x span v  นั่นคือ x v   

ส าหรับบางสเกลาร์    จะได้ว่า   vH x 

* *

2 2
2 2

vv v x
x x x v

v v

     *

2
2

v v
v v x

v


      

พิจารณา n
x   ซึ่งตั้งฉากกับ v  จะได้ว่า  vH x   

* *

2 2
2 2

vv v x
x x x v x

v v

     

ข้อสังเกต ส าหรับแต่ละ n
x   เราสามารถ

เขียน x y z   เมื่อ { }y span v  และ ( { })z span v


   
ได้เพียงแบบเดียวเท่านั้น จะได้ว่า vH  ท าหน้าที่ส่ง 

( ) ( ) ( )v v vx H x H y H z y z       
 

 
 

รูปที่ 1  ตัวสะท้อนเฮาสโ์ฮลเดอร ์
 

บทต้ังที่  4 ส าหรับแต่ละ n
x   จะมีเมท

ริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ ( )nH M  ที่ท าให้ 1Hx x e  
เมื่อ 1 (1, 0, ..., 0)

n
e    ยิ่ งกว่านั้นถ้า n

x  เรา
สามารถเลือกให้ ( )nH M  

บทพิสูจน์ กรณีที่ 
1x e เลือก 0H H I   

ต่อไปพิจารณากรณีที่ 1x e  เราอาจสมมติให้ 
1x   เขียน 

1 2( , , ..., )nx x x x  พิจารณา 

1v x e   จะได้ว่า   *

2

2
( )vH x x vv x

v

  

*
12

2
( )x v x v e

v

 

 
โดยการสร้างจะเห็นว่าส าหรับ

n
x  จะได้ว่า n

v  ซึ่งส่งผลให้ ( )nH M

 บทต้ังที่ 5 ให้  1, ...,
n k

k nv v v



    จะ

ได้ว่า 0

0

k

v

I

H 

 
  

 เป็นการแปลงเฮาส์โฮลเดอร์ที่

สอดคล้องกับเวกเตอร์  10, ..., 0, , ...,
n

k nv v v    
บทพิสูจน์ เราอาจสมมติให้ 1v   เนื่องจาก 

1v v   จะได้ว่า  

1 1 1

1

2

1 . 0 0 . 0

. . . . .

0 . 1 0 . 0

0 . 0 1 2 2

. . .

0 . 0 2 1 2

0

0

v

k k k n

n k n n

k

v

H I vv

v v v v

v v v v

I

H



  





 


 

 



 
 
 
 
 
 
 

 
  

 

ทฤษฎีบทที่ 6 ส าหรับแต่ละ {1, 2, ..., }k n  
และ  1 2, , ...,

n
nx x x x   จะได้ว่ามี n

v   ที่
ท าให้  1, ..., , , 0, ..., 0v kH x x x y  เมื่อ 

 1, ...,k ny x x  ยิ่งกว่านั้นถ้า n
x   เราสามารถ

เลือกให้ n
v   

บทพิสูจน์ จากบทตั้งท่ี 4 จะได้ว่ามีเวกเตอร์ 

v   1, ...,
n k

k nv v


   ที่ท าให ้  , 0, ..., 0vH y y   

พิจารณา  10, ..., 0, , ...,
n

k nv v v   โดยบทตั้งที่ 

5 จะได้ว่า 0

0

k
v

v

I
H

H 


 
  

 ดังนั้น 
1

0

0

k
v

kv

x

I
H x

xH

y





 
  
   
 
 

 

 

1

1 0 0
T

k
k

v

x

x x y
x

H y

 

 
 
 
 
 

 

โดยการสร้าง

จะเห็นว่า ถ้า n
x   เราสามารถเลือกให้ n

v    
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โดยใช้บทตั้งท่ี 4 
 

3. การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการการแยก 
QR  

การแยก QR ของเมทริกซ์  A  ,m nM  
คือ การเขียน A  ในรูป A QR  เมื่อ ( )mQ M  
เป็นเมทริกซ์ยูนิแทรี (นั่นคือ *

Q Q I ) และ 

, ( )m nR M  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน การ
แยกดังกล่าวมีบทบาทส าคัญในพีชคณิตเชิงเส้นเชิง
ตัวเลข โดยเฉพาะอย่างยิ่งการหาผลเฉลยของปัญหา
ก าลังสองน้อยที่สุดเชิงเส้น (ศึกษาได้จาก [2] และ [3]) 
ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทการแยก QR เราใช้กระบวนการ
กราม-ชมิดท์ (Gram-Schmidt process) [12] 

พิจารณาเมทริกซ์ A  ขนาด m n  การแปลง
เฮาส์โฮลเดอร์สามารถใช้ในการออกแบบเมทริกซ์เฮาส์

โฮลเดอร์ (1) (2) ( )
, , ...,

n
H H H  ที่ท าให้ ( ) (2) (1)n

H H H A  
เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  โดยเมทริกซ์ (1)

H  
จะต้องท าให้สมาชิกใต้แนวทแยงมุมหลักในคอลัมน์ที่ 1  
ทั้งหมดของ A  เป็นศูนย์  ส าหรับ 2, 3, ...,k n   เมท

ริกซ์ ( )k
H  จะด าเนินการกับแถวที่ , ...,k m  ของเมท

ริกซ์ ( 1) (2) (1)k
H H H A

  โดยท าให้สมาชิกใต้แนว
ทแยงมุมหลักในคอลัมน์ที่ k  ทั้งหมดเป็นศูนย์ และไม่
ส่งผลกระทบกับ 1k   คอลัมน์ก่อนหน้า ตัวอย่างของ
ขั้นตอนวิธีเฮาส์โฮลเดอร์กับเมทริกซ์ A  ขนาด 4 3  
สามารถแสดงได้ดังนี้ (ในท่ีนี้ตัวหนาหมายถึงต าแหน่งที่
มีการเปลี่ยนแปลง) 

 

(1)
x x x

x x x

x x x

x x x

H
   
   

   
      

x x x

0 x x

0 x x

0 x x

(3)(2)
x x x x x x

0 0 x x

0 0 0

0 0 0

HH
   
   

    
      

x x

0 x x

0 x 0

 
                       A                        

(1)
H A           

(2) (1)
H H A               

(3) (2) (1)
H H H A  

 

ทฤษฎีบทที่ 7 ส าหรับแต่ละ  ,m nA M  

จะมีเมทริกซ์เฮาสโ์ฮลเดอร์  (1) (2) ( )
, , ...,

n
mH H H M  

และเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  ,m nR M  ที่ท า

ให้  (1) (2) ( )n
A H H H R     ยิ่ ง กว่ านั้ นถ้ า  A

 ,m nM  เราสามารถเลือกให้ (1) (2) ( )
, , ...,

n
H H H

 mM  และ  ,m nR M  
บทพิสูจน์  เราใช้บทตั้งที่ 4 ในการสร้างเมท

ริ กซ์ เ ฮาส์ โ ฮล เดอร์  (1)
H ที่ ท า ให้  (1)

1H a a e  
ส าหรับการสร้าง (2) ( )

, ...,
n

H H ท าได้โดยใช้ทฤษฎีบท
ที่ 6 ดังนี้ ส าหรับแต่ละ {2, ..., }k n   และส าหรับแต่

ละคอลัมน์  1 2, , ...,
n

nx x x x  ของ A  จะได้ว่ามี 

( , ..., )1
n

v v vn   ที่ท าให้  1 1, ..., , , 0, ..., 0v kH x x x y

1 0

0

k

v

I
x

H






 
  

 เ มื่ อ   , ...,k ny x x  แ ล ะ 

 , ...,
n k

k nv v v


    โดยเมทริกซ์ vH   จะท าให้
สมาชิกใต้แนวทแยงมุมหลักในคอลัมน์ที่  k  ของ 

( 1) (2) (1)k
H H H A

  เป็นศูนย์  ส่งผลให้เมทริกซ์ 

vH  ด า เนินการกับแถวที่  , ...,k m  ของเมทริกซ์ 
( 1) (2) (1)k

H H H A
  โดยท าให้สมาชิกใต้แนวทแยง

มุมหลักในคอลัมน์ที่ k  ทั้งหมดเป็นศูนย์ และไม่ส่งผล
กระทบกับ 1k   คอลัมน์ก่อนหน้า   เราจึงเลือก 

( )k
H  ให้เป็นเมทริกซ์ vH  นี ้  

เมื่อด าเนินการครบ n  ครั้ง เราได้ว่าสมาชิกใต้
แนวทแยงมุมหลักในคอลัมน์ที่ 1, 2, .., n  ของเมทริกซ์ 

( ) (2) (1)n
H H H A   เ ป็ น ศู น ย์  นั่ น คื อ  ( )n

H
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(2) (1)
H H A  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน R  โดย
ทฤษฎีบทที่ 2 จะได้ ( ) 1 ( )

( )
k k

H H


  ส าหรับทุก 

{1, 2, ..., }k n   ดั ง นั้ น  (1) (2) ( )n
A H H H R  

ตามต้องการ โดยการสร้างจะเห็นว่าถ้า  ,m nA M

จะได้ว่าทุกคอลัมน์ของ A  เป็นเวกเตอร์ใน n  โดย
ทฤษฎีบทที่ 6 เราสามารถเลือกแต่ละ vH  โดย vH 

( )mM  ซึ่งท าให้  (1) (2) ( )
, , ...,

n
mH H H M  และ 

 ,m nR M     
บทแทรกที่ 8 (การแยก QR) เมทริกซ์ A

 ,m nM  ใดๆสามารถเขียนในรูปแบบ A QR  เมื่อ 

 mQ M  เป็นเมทริกซ์ยูนิแทรีและ  ,m nR M  
เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  

ในกรณีที่  ,m nA M จะได้ว่ามเีมทริกซ์เชิงตั้ง
ฉาก  mQ M  (น่ันคือ T

Q Q I ) และเมทริกซ์
แบบสามเหลี่ยมบน R  ,m nM  ที่ท าให้ A QR  

บทพิสู จน์  จากทฤษฎีบทที่  7 จะได้ ว่ ามี     
เ ม ทริ ก ซ์ เ ฮ า ส์ โ ฮ ล เ ดอ ร์  1 2, , ..., nQ Q Q  ที่ ท า ใ ห้ 

2 1...nA Q Q Q R  เมื่อ R  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม
บน  โดยทฤษฎีบทที่ 2 จะได้ว่า 1 2, , ..., nQ Q Q  เป็น
เมทริกซ์ยูนิแทรี ให้ Q   2 1nQ Q Q  จะได้ว่า Q  
เป็นเมทริกซ์ยูนิแทรีและ A QR  ตามต้องการ 

ในกรณีที่  ,m nA M จะได้ว่ามีเมทริกซเ์ชิง
ตั้งฉาก  mQ M  (นั่นคือ T

Q Q I ) และเมท
ริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  ,m nR M  ที่ท าให้ 

A QR  

ตัวอย่าง พิจารณา 

1 8 7

1 2 3

1 2 1

1 8 3

A








 
 
 
 
 

 จะ

ได้เมทริกซ์ เฮาส์โฮลเดอร์ (1)
H  คือ (1)

H 

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

 

 

 

 
 
 
 
 

 

แ ล ะ  (1)
H A   

 
 
 
 
 

2 -6 4

0 0 0

0 0 4

0 -10 6

 เมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ (2)
H  คือ 

(2)

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

H






 
 
 
 
 

 

และ  (2) (1)

2 6 4

0

0

0

H H A





 
 
 
 
 

10 -6

0 4

0 0

 

เนื่องจาก (2) (1)
H H A  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม

บนแล้ว ดังนั้นเราเลือก (3)
H I  ให้ (1) (2) (3)

Q H H H

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

 

 


 

 
 
 
 
 

 และ 

2 6 4

0 10 6

0 0 4

0 0 0

R






 
 
 
 
 

 

จะได้ว่า A  เขียนได้ในรูป  

A QR 

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2 2 6 4

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2 0 10 6

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2 0 0 4

1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2 0 0 0

  

  

 

  
  
  
  
  

 

 

4. การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการท าให้เป็น
เมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม 

ทฤษฎีบทการท าให้ เป็นเมทริกซ์ แบบสาม 
เหลี่ยมของเชอร์  (Shur’s triangularization 
theorem) กล่าวว่าเมทริกซ์จัตุรัส A  ใด ๆ จะคล้าย
แบบยูนแิทรีกับเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน นั่นคือ A  

สามารถเขียนในรูป *
A UTU  เมื่อ U  เป็นเมทริกซ์

ยูนิแทรี และ T  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน 
ทฤษฏีบทนี้มีความ ส าคัญมากในทฤษฎีเมทริกซ์ การ
พิสูจน์ทฤษฎีบทนี้ใช้กระบวนการกราม-ชมิดท์ [12] 

ในหัวข้อน้ี เราจะแสดงให้เห็นว่าการแปลงเฮาส์
โฮลเดอร์สามารถน าไปใช้พิสูจน์ทฤษฎีบทดังกล่าวได้
เช่นกัน [1,13] 

ทฤษฎีบทที ่9 ส าหรับแต่ละ  nA M  จะ
มีเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน T  และเมทริกซ์ยูนิแทรี 

U  ที่ท าให้ U AU T
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บทพิสู จน์  พิ สู จน์ โ ดย ใ ช้ หลั กอุ ปนั ย เ ชิ ง
คณิตศาสตร์กับขนาดของ A  ส าหรับ 1n   เห็นได้ชัด 
ส าหรับ 1n   สมมติว่าเมทริกซ์ขนาด m m  คล้าย
แบบยูนิแทรีกับเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบนส าหรับทุก
จ านวนนับ m n   ให้ A  เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  
และ   เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ A  จะได้ว่ามี 

 1 2, , ..., nu u u u  เป็น เวกเตอร์ลักษณะเฉพาะที่
ส อ ด ค ล้ อ ง กั บ    พิ จ า ร ณ า เ ว ก เ ต อ ร์ 

  1
1 2

1

, , ..., n

u u
x x x x

u u
   กรณีที่ 1x e  ให้ 

1v x e   และ H  เป็นเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ที่
ส อ ด ค ล้ อ ง กั บ  /v v  จ ะ ไ ด้ ว่ า  Hx 

 

 

*
1

12
1

2 1
2

2 1

xv x
x v x v e

xv


   


 ก ร ณี ที่  1x e  

ใ ห้  H I  เ ขี ย น   
*

*
|

x
H x

P
P 

 
 
 

 จ ะ ไ ด้ ว่ า 

     | | |HAH HA x H Ax xP AP PH A   

 | PHx HA

*

1 *

*

*
0

|
x APx

APe
P APP


 
  

 


 
   

    เนื่องจาก 

*
P AP  เป็ น เมทริ กซ์ ขนาด  ( 1)n   ( 1)n   โ ดย
สมมติฐานการอุปนัยจะไดว้่ามีเมทริกซ์ยนูิแทรี Q  ที่ท า

ให ้  *
1nT Q P AP Q 

 
เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม

บน 

ใ ห้  1 0

0
U H

Q


 
  

 จ ะ ไ ด้  *
U U 

*
* *

1 0 1 01 0

00 0
H H I

QQ Q Q
 

    
        

 ดังนั้น U  

เป็นเมทริกซ์ยูนิแทรี จะเห็นว่า 
*

*

10 n

x APQ
U AU

T






 
  

 

ดังนั้น *
U AU  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  

ตัวอย่าง พิจารณา 
7 0 3

9 2 3

18 0 8

A



  



 
 
 
 

 ค่า

ลักษณะเฉพาะของ A  คือ 1 , 2 , 2  พิจารณา 
2    เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่สอดคล้องกับ 2    

ได้แก่  0 1 0
T

x   ให้  1 1 1 0
T

v x e     
และ H    เป็นเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ที่สอดคล้องกับ 

v  นั่ น คื อ  
2

0 1 0

2 1 0 0

0 0 1

T
vv

H I x P

v

   

 
    
 
 

 

เมื่อ 
1 0

0 0

0 1

P 

 
 
 
 

 จะได้ 
2 9 3

0 7 3

0 18 8

HAH

 

 



 
 
 
 

 
และ 7 3

18 8

T
P AP






 
  

 เมทริกซ์ T
P AP  มีค่า 

ลักษณะเฉพาะ คือ 1 , 2  พิจารณา 1   เวกเตอร์

หนึ่งหน่วยที่สอดคล้องกับ 1   ได้แก่ 1 1

25
y 

 
  

 

ให้ 1

1 1 5

25
u y e


  

 
  

  และ Q  เป็นเมทริกซ์

เฮาส์โฮลเดอร์ที่สอดคล้องกับ u  นั่นคือ 
2

2

T
uu

Q I

u

 

1 1 2

2 15




 
  

 จะได้ว่า 1 21

0 2

T
QP APQ 



 
  

 ให้ 

0 1 5 2 5
1 0

1 0 0
0

0 2 5 1 5

U H
Q

 



 
   
    

 
 

ดั ง นั้ น     

2 3 5 21 5

0 1 21

0 0 2

T
U AU

  





 
 
 
 

 

 
5. การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการลดรูปเป็น
เมทริกซ์เฮสเซนเบิร์ก 

บทนิยามที่ 10 เมทริกซ์  ij nA a M     

จ ะ เ รี ย ก ว่ า เ มท ริ ก ซ์ เ ฮ ส เ ซ น เ บิ ร์ กบ น  (upper 

Hessenberg matrix) ก็ต่อเมื่อ 0ija   ส าหรับทุก 

2i j   
เมทริกซ์  nB M  จะเรียกว่าเมทริกซ์เฮส

เซนเบิร์กล่าง (lower Hessenberg matrix) ก็ต่อเมื่อ 
T

B  เป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบน 
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จะเห็นว่าเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กเป็นรูปแบบ
ทั่วไปของเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม ดังนั้นเมทริกซ์นี้จึง
บทบาทส าคัญในพีชคณิตเชิงเส้น เมทริกซ์เฮสเซนเบิร์ก 
ถูกศึกษาเป็นครั้งแรกโดยวิศวกรช่ือ Hessenberg ใน
วิทยานิพนธ์ [14] เพื่อใช้ในการค านวณหาค่าลักษณะ 
เฉพาะของเมทริกซ์ ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงการประยุกต์
การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์เพื่อท าให้เมทริกซ์จัตุรัสใด ๆ 
กลายเป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบน [15] 

ส าหรับขั้นตอนแรก ให้  1 2, , ...,
n

nx x x x 

เป็นคอลัมน์แรกของ A  โดยทฤษฎีบทที่ 6 จะได้ว่ามี

เมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ 1H  ที่ท าให้
 

 1 1, , 0, ..., 0H x x y  
เมื่อ  2 , ..., ny x x   อย่างไรก็ตาม เมทริกซ์ 

1H A  ที่
ได้อาจไม่คล้าย (similar)  กับเมทริกซ์  A  เราจึง

พิจารณา 1 *

1 1 1 1 1 1H AH H AH H AH


   ซึ่งคล้ายแบบ
ยูนิแทรีกับ A   เมื่อน า 1H  มาคูณทางซ้ายของ A  จะ

ได้ผลลัพธ์ดังนี ้ (1)1

a a a
a a a

1 0 a a a
0

0
a a a a

0

H A
H

 

  
    

          

x x x
x x

x x

 

เมื่อน า 1H  มาคูณทางขวาของ 
1H A  จะได้ผลลัพธ์ 

ดังนี้ (1)1 1

a a a a

1 0
0 0

0

00

H AH
H

 

   
    

      
    

y y
x x x x y y

x x y y

y yx x

ส าหรับขั้นตอนท่ี {1, 2, ..., 2}k n   และ 
 1 2, , ...,

n
nx x x x   โดยทฤษฎีบทที่ 6 

จะได้ว่ามีเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ kH  ที่ท าให้ kH x 

 , ..., , , 0, ..., 01kH x x x yk  เมื่อ  1, ...,k ny x x   
จะได้ว่า kH  ไม่ส่งผลกระทบต่อคอลัมน์ก่อนหน้าของ
เมทริกซ์ 1 2 1 1 2 1k kH H H AH H H   และ 

( ) ( )k k
kH x x  เมื่อ ( )k

x  คือคอลัมน์ที่ k  ของ

เมทริกซ์ดังกล่าว  เราสามารถแสดงการลดรูปเมทริกซ์ 
A  เป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กได้ดังนี้ (เพื่อความเข้าใจ
เราใช้ตัวหนาแทนต าแหน่งที่มีการเปลี่ยนแปลงในแต่ 

ละขั้นตอน)  
1

1 1

aa a a
a a a

0

a a a a 0

H

A H AH

  
   
     

y y
x y y

y y

y y

 

3 22

2 1 1 2

a y y y
x y
0
0 0

0 0

nH HH

H H AH H



 
 

   
 
 

u u
z u u

u u

u u   

2 2 1 1 2 2

a y y y y y

x y y u u u

0 z u u

0 0 u

0 0 0

0 0 0 0

n nH H H AH H H 

 
 
 
 
 
 
 
  

w w

v w w

v w w

w w

 เมื่อด าเนินการครบ 

2n   ครั้ง เมทริกซ์  2 2 1 1 2nH H H AH H  
2 [ ]n ijH h   ที่ได้จะมีสมบัติคล้ายแบบยูนิแทรี

กับเมทริกซ์ A  โดยที่ 0ijh   ส าหรับทุก 2i j   

และ i k  นั่นคือ 2 2 1 1 2 2n nH H H AH H H 

เป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบน  
จากที่กล่าวมาข้างต้น เราจะได้ทฤษฎีบทการ

ลดรูปเป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กดังนี้ 
ทฤษฎีบทที่ 11 ส าหรับแต่ละเมทริกซ์ 
( )nA M  จะมีเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ 1 2, , ...,H H

2 ( )n nH M   ซึ่ง 2 2 1 1 2 2... ...n nH H H AH H H   เป็น
เมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบนท่ีคล้ายแบบยูนิแทรีกับ A  
 

6. การแปลงเฮาส์โฮลเดอร์กับการท าให้เป็น

เมทริกซ์สามแนวเฉียง 

บทนิยามที ่ 12 เมทริกซ์  ij nA a M     

จะเรียกว่าเมทริกซ์สามแนวเฉียง ก็ต่อเมื่อ 0ija   
ส าหรับทุก 2i j   และส าหรับทุก 2j i   นั่นคือ 
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A  เป็นทั้งเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบนและเมทริกซ์เฮส
เซนเบิร์กล่าง 

เมทริกซ์สามแนวเฉียงมีบทบาทในสมการเชิง
อนุพันธ์ [15] ในหัวข้อนี้เราจะประยุกต์การแปลงเฮาส์
โฮลเดอร์กับเมทริกซ์เฮอร์มิเชียนและเมทริกซ์สมมาตร
เพื่อให้ได้เป็นเมทริกซ์สามแนวเฉียง [16] 

บทต้ังที่ 13 ให้ ( )nA M  เป็นเมทริกซ์
เฮอร์มิเชียน ส าหรับแต่ละเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ H  
จะได้ว่า HAH  เป็นเมทริกซ์เฮอร์มิเชียนที่คล้ายแบบยู
นิแทรีกับ A   

บทพิสูจน์  ได้ โดยตรงจากทฤษฎีบทที่  2 
เนื่องจากเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์เป็นเมทริกซ์เฮอร์มิ
เชียนและเมทริกซ์ยูนิแทรีที่มีตัวผกผันเป็นตัวเอง 

ทฤษฎีบทที่ 14 ส าหรับแต่ละเมทริกซ์เฮอร์มิ
เชียน ( )nA M  จะมีเมทริกซ์เฮาส์โฮลเดอร์ 1,H  

2 2, ..., ( )n nH H M   ที่ท าให้ 2 3 1 1...n nH H H AH 

3 2... n nH H   เป็น เมทริ กซ์ สามแนวเฉี ย งที่ เ ป็น     
เมทริกซ์เฮอร์มิเชียนซึ่งคล้ายแบบยูนิแทรีกับ A  

ในกรณีที่ ( )nA M เป็นเมทริกซ์สมมาตร  
จะมีเมทริกซ์เฮาสโ์ฮลเดอร์ 1 2 2, , ..., ( )n nH H H M   
ที่ท าให้ 2 3 1 1 3 2... ...n n n nH H H AH H H     เป็นมทริกซ์
สามแนวเฉียงสมมาตรซึ่งคล้ายแบบยูนิแทรีกับ A  

บทพิสูจน์ จากที่กล่าวมาในหัวข้อก่อนหน้า 
ส าหรับเมทริกซ์ A  ขนาด n n  จะมีเมทริกซ์เฮาส์
โฮลเดอร์ 1 2 2, , ..., nH H H   ที่ท าให้ 2 2 1 1 2nH H H AH H  

2nH  เป็นเมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กบน   
ในขั้นตอนแรกเมทริกซ์ 

1H A  มีคอลัมน์แรกอยู่
ในรูปแบบ [x x 0 0]

T  จะได้ว่า 
1 1H AH  มีคอลัมน์

แรกเป็น [x x 0 0]
T เช่นเดิมเนื่องจาก 

1H  ที่
น ามาคูณทางขวาของ 

1H Aจะมีผลต่อคอลัมน์ที่ 2  ถึง 
n  ของ

1H A เท่านั้น   ต่อมาเนื่องจาก 
1 1H AH เป็น

เมทริกซ์เฮอร์มิเชียน (โดยบทตั้งที่ 13) จะได้ว่าแถว
แรกของ 

1 1H AH  อยู่ในรูปแบบ *
[x x 0 0]   

ในข้ันต่อมาเมื่อน า 
2H  มาคูณทั้งซ้ายและขวา

ของ
1 1H AH จะได้ผลลัพธ์ในลักษณะเดิม โดยไม่ส่งผล

กระทบต่อคอลัมน์แรกของ 
1 1H AH  ท าเช่นนี้ไปเรื่อยๆ 

2n   ครั้ง  เราจะได้ผลลัพธ์สุดท้ายเป็นเมทริกซ์เฮอร์
มิเชียน เนื่องจาก ( ) * ( )

( )
k k

x x  ส าหรับทุกคอลัมน์ 
( )k

x  ของเมทริกซ์ผลลัพธ์ ยิ่งกว่านั้น เมทริกซ์ผลลัพธ์
ที่ได้เป็นเมทริกซ์สามแนวเฉียงเนื่องจากเป็นทั้งเมทริกซ์
เฮสเซนเบิร์กบนและ  เมทริกซ์เฮสเซนเบิร์กล่าง 

ตัวอย่าง พิจารณา 

2 1 2 2

1 3 0 0

2 0 1 3

2 0 3 2
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ให้  (1)
2 1 2 2

T
x     ต้องการเปลี่ยน (1)

x  

เป็น  (1)
2 3 0 0

T
y   ให้ 

(1) (1)
(1)

(1) (1)

x y
v

x y
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1 2

16
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และ (1) (1)
1 2

T

H I v v   
   

1 0 0 0

0 1 3 2 3 2 3

0 2 3 2 3 1 3

0 2 3 1 3 2 3

 




 
 
 
 
 

 จะได้ 1 1H AH 
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3 0 0

3 13 3 0 -2 3

0 0 2 3 -7 3

0 -2 3 -7 3 1

 จากนั้นให ้ (2)

3

13 3

0

2 3
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เลือก
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3

13 3

2 3

0
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 พิจารณา 
(2) (2)

(2)

(2) (2)

0

1 0

12

1

x y
v

x y


 




 
 
 
 
 

 

และ (2) (2)
2

1 0 0 0

0 1 0 0
2

0 0 0 1

0 0 1 0

T

H I v v  

 
 

    
 
 

 

จะได ้ 2 1 1 2

2 3 0 0

3 13 3

0

0

H H AH H 

 
 
 
 
 

-2 3 0

-2 3 1 -7 3

0 -7 3 2 3

ซึ่งเป็นเมทริกซส์ามแนวเฉียงสมมาตร 
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