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บทคัดยอ 
บทความน้ีนําเสนอการศึกษาและการหารูปทั่วไปของผลคูณของ 76923 กับพหุคูณของ 13 ซึ่งไดจากการ

สังเกตผลหาร 
• •1 = 0.07692313  โดยใชหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรเปนหลักในการพิสูจน ผลการศึกษาพบรูป

ทั่วไปของผลคูณของ 76923 กับพหุคูณของ 13 ดังน้ี 
#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  สําหรับทุกจํานวน

เต็มบวก n  
 

คําสําคัญ : หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร, พหุคูณของ 13, ผลคูณ 
 

Abstract 
This article presents the study and finding a general form of the product of 76923 and the multiple of 13 

in which from the observation of the quotient
• •1 = 0.07692313 . The Principle of Mathematical Induction was used 

primarily for the proof. The results show that the general form of the product of 76923 and the multiple of 13  is 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  for all positive integer n . 

 

Key words: principle of mathematical induction, multiple of 13, product 
 

1. บทนํา 

ความสวยงามของคณิตศาสตรที่พบกันบอย
อยางหน่ึงคือสมบัติทางพีชคณิตของตัวเลข ซึ่งเราได
สังเกตเห็นความสัมพันธทางพีชคณิตของตัวเลข
บางอยางจากผลหารตอไปน้ี 

• •1 = 0.076923076923… = 0.0 7692 313
 

เราพบวาผลหารที่ไดอยูในรูปของทศนิยม
ซ้ํา ซึ่งจํานวนซ้ําน้ีเองที่ทําใหเกิดความสวยงามท่ี
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นาสนใจ  คือ รูปแบบของผลคูณของจํานวน(ซ้ํา) 
76923 กับพหุคูณของ 13 ที่มีผลหารเทากับ 1, 2, 3, 
…, 10 โดยไดเขียนแสดงผลการสังเกตไวในหัวขอ
ตอไป ฉะน้ันถาเราสามารถหารูปทั่วไปของ 76923 
กับพหุคูณของ 13 ไดสําหรับทุกผลหาร ก็จะเปนการ
เพ่ิมความสะดวกใหมากขึ้นสําหรับการคํานวณหาผล
คูณน้ีน่ันเอง การศึกษาและการหารูปทั่วไปของผลคูณ
ของ 76923 กับพหุคูณของ 13 ไดแนวคิดจากบทความ 
เรื่อง ความสวยงามวางนัยทั่วไป : การยกกําลังสอง
ของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 1 [1] ที่ไดแสดงถึง
การศึกษาและการหารูปทั่วไปของผลการยกกําลังสอง
ของจํานวนที่ทุกหลักเปนเลข 1 โดยไดพบวาผลการ
ยกกําลังสองน้ีสามารถเขียนอยูในรูปทั่วไปได  

ดังน้ันบทความน้ีจึงมีวัตถุประสงคที่จะศึกษา
และหารูปทั่วไปของผลคูณของ 76923 กับพหุคูณของ 
13 เพ่ือความสะดวกสําหรับการคํานวณหาผลคูณ
ดังกลาว โดยเครื่องมือที่เราใชเปนหลักในการพิสูจน 
คือขั้นตอนวิธีการหาร  และหลักการอุปนัยเ ชิง
คณิตศาสตร ซึ่งกลาวไวดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (division 
algorithm) [2] ถา  a  และ  b   เปนจํานวนเต็ม  ซึ่ง 

0≠b  แลวมีจํานวนเต็ม  q  และ r  เพียงชุดเดียว
เทาน้ัน ซึ่ง = +a bq r  และ 0 ≤ <r b  

ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร (principle 
of mathematical induction) [2] กําหนดให ( )P n  
แทนขอความ เ ก่ี ยว กับจํ านวน เ ต็มบวก  n  ซึ่ ง
สอดคลองกับขอความตอไปน้ี 

(1) (1)P  เปนจริง 
(2) ถา ( )P k  เปนจริง สําหรับจํานวนเต็มบวก  

k  แลว ( 1)+P k  เปนจริง 
สรุปไดวา ( )P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวน

เต็มบวก n  
จาก [1,3] กําหนดให a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ 

และ  10=b  จะไดวามีจํานวนเต็ม  q  และ  r  ซึ่ง 
10= ⋅ +a q r  และ  0 10≤ <r  น่ันคือ  r  เปนเลข

โดด เรานิยาม  
= qa r                                (I) 

 

เชน 
 

0 1 5 50 100

0 1 5 50 100

0 1 5 50 100

0 1 5 50 100

0 0 10 0 50 0 500 0 1000 0

1 1 11 1 51 1 501 1 1001 1

2 2 12 2 52 2 502 2 1002 2

9 9 19 9 59 9 509 9 1009 9

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = = =

# # # # # # # # # # # # # # #

 

 

และ 
 

0 1 5 50 100

1 2 6 51 101

1 2 6 51 101

1 2 6 51 101

0 0 10 0 50 0 500 0 1000 0

1 9 11 9 51 9 501 9 1001 9

2 8 12 8 52 8 502 8 1002 8

9 1 19 1 59 1 509 1 1009 1

− − − − −

− − − − −

− − − − −

− − − − −

− = − = − = − = − =

− = − = − = − = − =

− = − = − = − = − =

− = − = − = − = − =

# # # # # # # # # # # # # # #

  

เพ่ือความสะดวกในการเขียน เราจะเขียน
จํานวน  0 r  แทนดวย  r  สําหรับทุกจํ านวนเต็ม 
0 10≤ <r  และไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบท

นิยามตอไปน้ี 
บทนิยาม 1 [3] กําหนดให ZR  แทนเซตของ

จํานวนใน (I) ทั้งหมด น่ันคือ 
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{ | ,= ∈q r q rZ ZR  และ 0 10}≤ <r      (II) 
และเรียกสมาชิกของ  ZR  วา  จํานวนเศษเหลือ 
(remainder number) 

จาก [4] จะไดวาการแปลงจํานวนที่ไดจากการ
เรียงกันของจํานวนเศษเหลือเปนเลขฐานสิบทําได
ดังน้ี 

 

1 2 3 2 11 2 3 2 1 1 1 2 3 2 2 1 1( )( ) ( )( )
− −− − − − −= + + + +… …

n n nq n q n q n q q q n n n n nr r r r r r q r q r q r q r q r  
 

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  เชน การแปลง 4 1 2237 9 4 601−  ที่ไดจากการเรียงกันของจํานวนเศษเหลือ
กลับเปนเลขฐานสิบ ดังน้ี 

  

4 1 2 0 0 0 4 1 2 0 0

1 1

237 9 4 601 2 3 7 9 4 6 0 1

0(2 0)(3 0)(7 4)(9 1)(4 2)(6 0)(0 0)1

23(11)(10)2601

23 1 02601

2(3 1)(1 1)02601

24202601

− −=

= + + + + − + +

=

=

= + +

=

 

 

การศึกษาและการประยุกตของจํานวนเศษ
เหลือดูไดจาก [1,3,5,6] และเพ่ือความสะดวกตอการ
พิสูจน เราจะใชสัญลักษณ #( )m  แทนจํานวนของ 
m  ที่เรียงติดกัน สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m เชน 

#(9) 5

1999998
=

�	
  

 

2. ผลการศึกษาหลัก 
จากการสังเกตผลคูณของ 76923 กับพหุคูณ

ของ 13 ทําใหเราพบความสัมพันธที่นาสนใจดังน้ี 
 

76923 13 1 76923 13 0999999

76923 13 2 76923 26 1999998

76923 13 3 76923 39 2999997

76923 13 4 76923 52 3999996

76923 13 5 76923 65 4999995

76923 13 6 76923 78 5999994

76923 13 7 76923 91 6999993

76923 13 8

× × = × =

× × = × =

× × = × =

× × = × =

× × = × =

× × = × =

× × = × =

× × = 76923 104 7999992

76923 13 9 76923 117 8999991

76923 13 10 76923 130 9999990

× =

× × = × =

× × = × =

 

เราสังเกตเห็นวาผลคูณ 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก 10≤n  
ตัวอยาง 1 จะแสดงใหเห็นวาผลคูณที่หาได

สอดคลองกับขอสังเกตของเรา และถา 10>n  แลว
ผลคูณที่หาไดไมสอดคลองกับขอสังเกตของเรา ซึ่งจะ
นําเราไปสูการศึกษาของบทความน้ี   

ตั ว อ ย า ง  1 ผ ล คู ณ ข อ ง  76923 13 2× ×

สามารถหาไดถูกตองจากการสังเกตที่เราพบ โดยเลข
หลักแรกของผลลัพธเปน 2 1−  และเลขหลักสุดทาย
เปน 10 2−  น่ันคือ 

#(9) 5

#(9) 5

76923 13 2 (2 1)99999(10 2)

1999998
=

=

× × = − −

=

�	


�	

 

แตถา 10>n  จะเห็นไดวา 10 0− <n  เชน 
ผลคูณของ 76923 13 11 10999989× × =  ซึ่งเทียบกับ
การสังเกตขางตน จะไดเปน 1099999( 1)−  ทําใหเรา
ไมทราบความหมายในระบบเลขฐานสิบ 

ดวยเหตุน้ี เราจึงเกิดขอสงสัยสองขอดังน้ี 
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(1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณของ 
76923 กับพหุคูณของ 13 ไดหรือไม 

(2) ถาเราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณ
ของ 76923 กับพหุคูณของ 13 ได แลวผลคูณที่ไดจะ
สอดคลองกับการสังเกตที่เราพบหรือไม 

บทต้ัง 1 มีประโยชนอยางมากสําหรับ
การศึกษาในบทความนี้  โดยไดแสดงให เห็นถึง
ลักษณะของจํานวนเศษเหลือของจํานวนเต็มลบ ยิ่งไป
กวาน้ันยังไดนิยามการดําเนินการทวิภาค (binary 
operation) 	  บน ZR  โดย 

 

( )

( ) ; 0 9

; 10, ,0 10,
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧⎪= ⎨
+ ≥ + = ≤ < ∈⎪⎩

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a a b
	

Z
      

 

สําหรับทุก , ∈q tr s ZR และจะไดวา ,ZR 	  เปน
กรุป (group) 

บทต้ัง 1 [3] กําหนดให ∈n N  ซึ่ง = qn r  
จะไดวา 

( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

q

q

r
n

r r
                (III) 

ทฤษฎีบท 3 [3] ,ZR 	  เปนกรุป 
บทต้ัง 2 สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 

 

1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9 ,0 10,

(9 )

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − = ≤ < ∈⎪⎩

= −

q q

n n
n

r n n r r q

n

Z  

 

การพิสูจน จากการดําเนินการทวิภาค 	  ของ
กรุป ZR  เราพบวา  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )− + = + − = −n n n	   

สําหรับทุกจํานวนนับ n  เมื่อ 9− n  จะตอง
ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะน้ันโดยบทต้ัง 1 ทํา
ใหเราแปลง 9− n  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังน้ี 

 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9 ,0 10,− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − = ≤ < ∈⎪⎩ q q

n n
n

r n n r r q Z
 

ทําใหเราไดวา 

0
1

( 1)

1

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9 ,0 10,

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9 ,0 10,

(9 )

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − = ≤ < ∈⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − = ≤ < ∈⎪⎩

= −

q q

q q

n n
n

r n n r r q

n n

r n n r r q

n

	
Z

Z
 

 

โดยบทต้ัง 1 และ 2 ทําใหเราสามารถหารูป
ทั่วไปของผลคูณของ 76923 กับพหุคูณของ 13 ไดดัง
ทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 4 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะ
ไดวา 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  (IV) 

การพิสูจน กําหนดให ( )P n  แทนขอความ 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

เมื่อ 9 − n  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 

เมื่อ 9 − n  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 
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#(9) 5

76923 13 1 0999999

(1 1)99999(10 1)
=

× × =

= − −�	

 

จะไดวา (1)P เปนจริง สมมติวา ( )P k เปนจริง 
 

สําหรับจํานวนเต็มบวก k  จะไดวา 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
k k k  

เราจะแสดงวา ( 1)+P k  เปนจริง พิจารณา 

1

1

#(9) 5 #(9) 5

1 1 1 1 1

#( 8) 5

1 1 1 1 1 1

#( 8) 5

#(9) 5

#(9) 5

76923 13 ( 1) (76923 13 ) (76923 13 1)

( 1)99999(10 ) 0999999

( 1) 8 8 8 8 8(10 9)

( 1) 8 8 8 8 8 (9 )

( 1 1)99999(9 )

99999(9

= =

=

=

=

=

× × + = × × + × ×

= − − +

= − − +

= − −

= − + −

= −

�	
 �	


��	�


��	�


�	


�	


k k

k k

k k

k k

k k

k k

#(9) 5

( 1)
#(9) 5

#(9) 5

#(9) 5

( 1)
#(9) 5

)

99999(9 ) ; 9

99999 (10 ) ; 10, 9 ,0 9
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=

− +
=

−
=

=
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⎪
⎪
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�	


�	


�	
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q q
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k k k
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k r k k r r

#(9) 5

#(9) 5

9

(( 1) 1)99999 0 ; 10, 9 0

(( 1) 1)99999(10 ( 1))

−
=

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ + − ≥ − =⎪
⎩

= + − − +

�	


�	
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k k

 

ฉะน้ัน ( 1)+P k  เปนจริง ดังน้ันโดยหลักการ
อุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

ตัวอยางตอไปน้ีแสดงถึงการหาผลคูณของ 
76923 กับพหุคูณของ 13 โดยประยุกตใชบทต้ัง 1 
และทฤษฎีบท 4 ซึ่งเปนการหาผลคูณที่ถูกตองและ
รวดเร็ว 

 

ตัวอยาง 2 จงหาคาของ 76923 13 27× ×  
วิธีทํา โดยบทต้ัง 1 และทฤษฎีบท 4 จะไดวา 

#(9) 5

2 2
#(9) 5

76923 13 27 (26)99999( 17)

699999 3

26999973

=

−
=

× × = −

=

=

�	


�	
  

ตัวอยาง 3 จงหาคาของ 76923 13 538× ×  
วิธีทํา โดยบทต้ัง 1 และทฤษฎีบท 4 จะไดวา 
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#(9) 5

53 53
#(9) 5

76923 13 538 (537)99999( 528)

799999 2

537999462

=

−
=

× × = −

=

=

�	


�	
  

ตัวอยาง 4 จงหาคาของ 76923 13 987654321× ×  
วิธีทํา โดยบทต้ัง 1 และทฤษฎีบท 4 จะไดวา 
 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

76923 13 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× × = −

=

=

�	


�	


 

3. บทสรุปและแนวทางการขยายการศึกษา 
จากการศึกษาผลคูณของ 76923 กับพหุคูณ

ของ 13 โดยอาศัยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรและ
จํานวนเศษเหลือเปนเครื่องมือสําคัญในการพิสูจน ทํา
ใหสามารถตอบขอสงสัยทั้งสองขอของเราได ดังน้ี 

(1) เราสามารถเขียนรูปทั่วไปของผลคูณของ 
76923 กับพหุคูณของ 13 ไดดังกลาวไวในทฤษฎีบท 
4 ดังน้ี 

#(9) 5

76923 13 ( 1)99999(10 )
=

× × = − −�	
n n n  

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
(2) รูปทั่วไปท่ีไดตามทฤษฎีบท 4 น้ัน

สอดคลองกับการสังเกตที่เราพบเมื่อแปลงเปนจํานวน
เศษเหลือ 

จากการสังเกตผลคูณที่สวยงามของ 76923 
กับพหุคูณของ 13 จนกระทั่งสามารถหาและพิสูจนรูป
ทั่วไปได ซึ่งนับไดวารูปทั่วไปน้ีเปนการวางนัยทั่วไป 
(generalization) ของการสังเกตของเรา และกลาว
เชนเดียวกับ [4] ไดวารูปทั่วไปของผลคูณของ 76923 
กับพหุคูณของ 13 เปนอีกความสวยงามวางนัยทั่วไป 
(generalized beauty) ในแบบคณิตศาสตรอีกรูปแบบ
หน่ึง ยิ่งไปกวาน้ันรูปทั่วไปน้ียังชวยใหการคํานวณหา

ผลคูณของ  76923 กับพหุคูณของ  13 เปนเรื่องที่
สะดวกและไมยุงยากเกินไป  

จากบทความน้ี  ผูอ านสามารถเริ่มศึกษา
ลักษณะทางพีชคณิตที่สวยงามของจํานวนบางจํานวน
ไดในทํานองเดียวกับบทความน้ี อาทิ ความสัมพันธ

ทางพีชคณิตของผลหาร 1 0.142857
7

• •

=  โดยอาศัย

จํานวนเศษเหลือและหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร
ในการสรางเลขโดดและการพิสูจน ผูเขียนคาดวา
นาจะไดรูปทั่วไปเชนกัน โดยรูปทั่วไปท่ีไดจะชวย
เพ่ิมความสะดวกในการคํานวณตาง ๆ นอกเหนือจาก
ผลการศึกษาที่ไดรับแลว ผูอานจะไดพบกับความ
สวยงามของคณิตศาสตรอีกดวย 
 

4. กิตติกรรมประกาศ 
บทความน้ีไดรับการสนับสนุนจากกลุมวิจัย : 

Group for Young Algebraists in University of 
Phayao (GYA) ผูเขียนขอขอบพระคุณผูประเมิน
บทความวิชาการทุกทานสําหรับขอคิดเห็นและ
ขอ เสนอแนะที่ เปนประโยชนอย างมากในการ
ปรับปรุงบทความใหสําเร็จลุลวงไดอยางสมบูรณ 
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